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Résumé. On montre qu'une fonction holomorphe non-constante / 
définie sur un sous-espace analytique de C p est injective si et seulement 
si on a 

2 

— \ f'( x ) • f'{v)\i pour tous x et y distincts. 



x-y 

Cette caractérisation démontre l'analogue, pour les fonctions holomor- 
phes, d'une conjecture de A. Escassut et M.C. Sarmant. D'autre part on 
donne une contre-exemple à cette conjecture, qui concerne les éléments 
bi-analytiques. 



m-f(y) 



Abstract. We prove that a non constant holomorphic function / dc- 
fined over an analytic subspace of C p is injective if and only if 

2 

= \ f'( x ) ' f {v)\i f° r every distinct x and y. 

y 

This caractérisation proves the analogue, for holomorphic functions, of 
a conjecture of A. Escassut and M.C. Sarmant. On the other hand 
we give a counter example to this conjecture, that concerns bi-analytic 
éléments. 



Fixons un nombre premier p et soient Q p le corps des nombres p- 
adiques et C p la plus petite extension algébriquement close et complète 
de Q p . On note C* le groupe multiplicatif des éléments non-nuls de C p 
et on note |C*| = {\z\ \ z G C*}, où | • | est la norme de C p . 

Une boule fermée (resp. ouverte) de C p est un ensemble de la forme 

{z G C p | \z — a\ < r} (resp. {z G C p \ \z — a\ < r}), 

où a G C p et r G |C*|. Un affinoïde [ferme) est un ensemble de la 
forme B — {B x U . . . U B n ), où B est une boule fermée et les boules 
Bi, . . . ,B n sont ouvertes. Un espace analytique est une réunion crois- 
sante d'affinoïdes. 
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Une fonction holomorphe définie sur un affinoïde est une limite uni- 
forme de fonctions rationnelles sans pôles dans l'affinoïde. Une fonction 
holomorphe est une fonction définie sur un espace analytique X C C p , 
telle que sa restriction à tout affinoïde contenu dans X est holomorphe, 
voir e.g. |[FvP|| ou 



Théorème 1. Soit X C <C P un espace analytique et soit f une fonction 
holomorphe non- constante. Alors f est injective si et seulement si on 



(1) 



f(x)-f(y)\ 2 



X 



\f'(x) ■ f'(y)\, pour tous x, y G X distincts. 



Pour a, 6, c, d G C p distincts on appelle R(a, b ;c,d) = [~^z^ e ^-p 
le birapportde (a, 6, c, d). La preuve du corollaire suivant est ci-dessous. 

Corollaire 1. Soit f une fonction holomorphe et injective définie sur 
un espace analytique X C C p . Alors pour tous a, b,c,d& C p distincts, 
le birapport R(f(a), f(b) ; /(c), f(d)) est bien défini et on a 

\R(a,b;c,d)\ = \R(f(a),f(b) ; f(c), f(d))\. 

Il est facile de voir que toute fonction qui préserve le birapport 
coïncide avec une homographie. Donc on peut interpréter le Théorème |ï| 
en disant que les fonctions holomorphes qui sont injectives sont celles 
qui sont "proches" des homographies. 

La démonstration que la propriété (0) implique que / est injective 
est simple et assez générale. Pour montrer l'implication inverse, on 
considère l'application /* : X — > M p induite par /, où H p est l'espace 
hyperbolique p-adique et X est l'enveloppe convexe de X dans M p ; 
voir |[R-L1|| , 0, ||R-L2|| . La propriété ([!]) suit facilement du fait que, 



quand / est injective, l'application /* induit une isométrie entre X et 
MX), voir [[[mj, 0. 



Preuve du Corollaire^. Comme / est injective, les points f(a), f(b), 
/(c), f(d) G C p sont distincts et donc le birapport R(f(a), f(b) ; /(c), f(d)) 
est bien défini. Si l'on applique la propriété ([j]) aux paires (a, c), (6, d), 
(a, d) et (6, c) on obtient 

\R(f(a)J(b);f(c)J(d))\ 2 _ \f(a)-f'(c)\-\f'(b)-f(d)\ 
\R(a } b;c } d)\* \f'(a)-f'(d)\-\f'(b)-f'(c)\ 

□ 
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1. Sur les éléments analytiques et bi- analytiques. 
Pour des références générales à cette section on renvoie le lecteur à 

Rappelons qu'un élément analytique défini sur une partie D G C p , 
est une limite uniforme de fonctions rationnelles sans pôles dans D. 
Un élément analytique injectif dont l'inverse est aussi un élément an- 
alytique, est appelé bi- analytique. Rappelons finalement qu'une partie 
D G C p est infraconnexe si pour tous a G C p et r' > r > tels que la 
couronne {r < \z — a\ < r'} soit disjointe de D, on a D G {\z — a\ < r} 
ou D n {\z -a\< r'} = 0. 

L'équivalence du Théorème [I] n'est pas valable dans d'autres con- 
textes. En effet A. Escassut et M.C. Sarmant ont décrit un ouvert 
infraconnexe D G C p où le polynôme P${z) = z 2 est injectif et tel 
que la fonction P |d ne satisfait pas la propriété (HD, voir ||ES|| p. 161. 
De plus, ils ont remarqué que l'élément analytique Pq\d n'est pas bi- 
analytique. 

Motivés par cet exemple, A. Escassut et M.C. Sarmant ont conjec- 
turé que pour un élément analytique défini sur un ouvert infraconnexe, 
la propriété (P est équivalente à ce que l'élément analytique soit bi- 
analytique, voir Conjecture 3 de |E5| ] (p. 162). 

Dans ||R-L3|| on montre une partie de cette conjecture : tout élément 
bi-analytique défini sur un ouvert infraconnexe satisfait la propriété (M). 
D'autre part l'exemple |ï] ci-dessous est un contre-exemple à l'implication 
inverse. 

On remarque que l'inverse d'une fonction holomorphe et injective 
est aussi une fonction holomorphe, voir e.g. [M] ou |Moj | . Donc le 



Théorème [I] implique la conjecture de A. Escassut et M.C. Sarmant, 
pour les fonctions holomorphes. 



Exemple 1. Considérons le polynôme P(z) = z + z 2 G C p [z]. La boule 
unité ouverte B = {\z\ < 1} est fixée par P et la restriction de P à 
B préserve la distance induite par la norme \ ■ \. En particulier P\b 
satisfait la propriété ([[]). 

Clairement P\b est un élément analytique. On montrera que P\b 
n'est pas bi-analytique. On utilisera la notion de bonne réduction (in- 



troduite dans |[MS|| ) et la notion de réduction non-triviale ; voir ||R-L2 
Section 5.1. 

Supposons par contradiction que l'inverse g : B — > B de P\b est un 
élément analytique. Il existe alors une fonction rationnelle R G C p (z) 
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sans pôles dans B et telle que 

(2) sup{|i2(z) - g(z)\ \ zeB}<l. 

Comme g{B) = B on a aussi R{B) = B et donc R a une réduction 
non-triviale R G C p (z), où C p désigne le corps résiduel de C p . 

D'autre part, le polynôme P a une bonne réduction, égale à P{z) = 
z + z 2 G C p [^]. Donc deg(-R o P) > 1 et par conséquent la fonction 
rationnelle R o P(z) — z G C p (z) a une réduction non-triviale, égale à 
R o P{z) — z G C p (z). En particulier 

sup{\R oP(z) -z\ | z G B} = 1. 

On obtient une contradiction avec (0). 

2. Une réduction. 

Maintenant on réduit le Théorème |ï| à la proposition suivante. 
Notons que toute fonction qui préserve la distance induite par la 
norme | • |, satisfait la propriété (d). 

Proposition 1. Soit Y C C p un affinoïde et soit f une fonction holo- 
morphe définie sur Y . Si f est injective, alors il existe une homographie 
ip telle que <pof(Y) C C p et telle que fof préserve la distance induite 
par la norme \ ■ \ . 

Preuve du Théorème 0. Soit / une fonction holomorphe non-constante 
définie sur X et satisfaisant la propriété (|I|). Notons que si pour un 
certain x G X on a f\x) = 0, alors la propriété (0) implique que / est 
constante égale à f(x). On conclut que f\x) ^ pour tout x G X. 
Par conséquent si x, y G X sont distincts, on a 

\f(x)-f(y)\ 2 = \x-y\ 2 \f(x)-f(y)\ït0, 

et donc f(x) ^ f(y). 

Supposons d'autre part que / est une fonction holomorphe et injec- 
tive, définie sur X. Etant donnés x, y G X distincts, soit Y C X un 
affinoïde contenant x et y. Par la Proposition p], il existe une homogra- 
phie (p telle que (p o f{Y) C C p et telle que <p o f\ Y préserve la distance 
induite par la norme | ■ |. 

En particulier la fonction cp o f\ Y satisfait la propriété (0). Comme 
(p est une homographie, ceci implique que la fonction / satisfait aussi 
la propriété ([!]) pour x, y G X. □ 
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3. Espace hyperbolique p-adique. 
Pour des références à cette section on renvoie le lecteur à [|Y|] ou 



Considérons la relation d'équivalence ~ sur C p xi définie par 

(w, r) ~ (w', r') si et seulement si r = r' et p r > \w — 

On considère la distance d sur C p xl induite par la distance usuelle 
de R : la distance entre les points représentés par (w, r) et (w', r') est 
donnée par |r — r'\ si \w — w'\ < p max { r > r '} e t en général par 

2 max{r, r', log p |w — w \} — r — r . 

L'espace hyperbolique H p est par définition l'espace métrique (C p xR/ ~ 
, d) (voir Appendice 2 de ||R-L2|| , où on a considéré la complétion de 



cet espace métrique). Les points rationnels de H p sont par défmtion les 
points représentés par (w,r), avec r rationnel. 

Le groupe des homographies agit par isométries sur H p ; pour une ho- 
mographie ip, on note (p* l'action sur H p correspondante. Cette action 
est déterminée, au niveau de C p x R, par les définitions suivantes : 

• Si T{w) = w + t, t G C p , alors T*((u>, r)) = (w + t,r). 

• Si M(w) = Xw, A G C*, alors M*((w,r)) = {Xw,r + log p A). 

• Si /(w) = l/w, alors J*((iu, r)) = (l/w,—r). 

Notons que cette action du groupe des homographies est transitive sur 
les points rationnels de H p . 

Etant donné r G R, soit S r le point de H p représenté par (0,r). On 
note (0, <S r ) = {S r i | r' < r} et (0, «S r ] = {S r > \ r' < r}, et pour r < r\ 
on note [«S ro ,«S n ] = {S r \ r < r < ri}. 

Etant donné z G P(C p ) = C p U {c»} et S G H p on peut trouver 
r G R et une homographie <p, tel que cp(z) = et (p*(S) = S r . Alors on 
définit (z,S) = <y9~ 1 ((0, S r )) et (z,S] = v?~ 1 ((0, <S r ]), qui ne dépendent 
pas du choix de ip. On appelle (z,S) et (z, «S] des demi-géodésiques. 
Pour <So,<Si G EI P on définit [<So,<Si] de façon analogue. 

4. Preuve de la Proposition |IJ. 

Soit Y = B — [B\ U . . . U B n ) un affinoïde. Considérons a G B 
et posons r = diam(£>) G |C*|. On note S le point (rationnel) de 

Hp représenté par (a, log r) G C p x R. On appelle Y = U 2e y(z, S] 
V enveloppe convexe de Y ; voir ||R-L2|| Section 3.3. 



Toute fonction holomorphe / définie sur Y induit une application 
/* : Y — > Hp, voir ]YJj. De plus, si / est injective, alors /* induit une 
isométrie entre Y et f*(Y). 
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La Proposition [ï] est une conséquence immédiate de la proposition 
suivante. 

Proposition 2. On garde les notations précédentes. Alors on a les 
propriétés suivantes. 

1. Il existe une homographie (p telle que (tp o f)(Y) C B et (</? o 

fUS) = s. 

2. Si f(Y) C B et /*(<S) = S, alors f préserve la distance induite 
par la norme \ ■ \ . 

Preuve. 1.— Après un changement de coordonnée affine au départ on 
suppose B = {\z\ < 1}. Comme le groupe des homographies agit de 
façon transitive sur les points rationnels de H p , on peut trouver une 
homographie (p telle que (y? o /)*(£) = S. 

Soit O p = B = {\z\ < 1} l'anneau des entiers de C p et soit m p = 
{\z\ < 1} son idéal maximal. On étend la projection de O p à C p = 
O p /m pi à une projection tt de P(C p ) à P(C P ), par 7r _1 (oo) = P(C P ) — O p . 
Notons que deux points z, z' G P(C p ) ont la même projection dans 
P(C P ) si et seulement si l'intersection (z,S) H (z',S) est non-vide. 

Comme (<p o /) # induit une isométrie entre F et (<p o f)*(Y), pour 
tout z G Y on a (<p o f)*((z, S)) = (ip o f(z),S). Par conséquent v 9 ° / 
induit une application de 7r(Y) C P(C P ) à P(C P ). On sait que cette 
application est une restiction d'une fonction rationnelle / G C p (z), voir 

0. De plus, comme / est injective sur Y, le degré de / est égale à 

1. Donc on peut choisir ip de telle façon que / soit égale à l'identité. 
Comme Y C B = O p , dans ce cas onap f(Y) C O p = B. 

2.— Etant donné deux points x, y G B, soit S x>y le point de H p 
déterminé par (x, S] fl (y, S] = [S x>y , S]. On a 

|o; - y\ = diam( J B) • p-^ 5 *.!" 5 ). 

Comme /*(<S) = «S et /* induit une isométrie entre F et /*(F), pour 
tout z G F l'image de la demi-géodésique (z, S] par /* est la demi- 
géodésique (f(z),S]. Donc pour x,y G Y distincts on a f*(S x , y ) = 
Sf(x),f(y) e ^ par conséquent 

d ( S f(x),f(y)i S ) = d(f*(S x>y ),f*(S)) = d(S x>y ,S). 

Comme f(x), f(y) G B on obtient 

\f(x)-f(y)\ = diam(B)-p~ d{s f^-f^' s) = diam(B)-p- d{s ^y s) = \x-y\. 

□ 
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